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Merkzettel für Mathe II

erstellt aus dem Vorlesungsskript
"Einführung in die Analysis"

von Prof. Recknagel

0. Anmerkung:

Der Merkzettel liefert nur eine Auswahl der wichtigsten Axiome und Theoreme aus dem Skript der
Mathe II Vorlesung des 1. und 2. Semesters, und ist nicht vollständig.

1. Grundlagen:
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Binomischer Lehrsatz:
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3. Anordnungsaxiome:
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Theorem 4.3. (Rechenregeln konvergenter Folgen)
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7. Konvergenzkriterien für Reihen:

Theorem 7.2. (Notwendiges Konvergenzkriterium)
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Theorem 7.3. (Leibniz-Kriterium)
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Die Monotonie Bedingung ist keine notwendige Bedingung, man kann aber auf sie nicht verzichten !

Definition 7.1. (Absolute Konvergenz)
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Theorem 7.6. (Majorantenkriterium)
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Dieses Kriterium dient dem Nachweis der Konvergenz einer Reihe.

Korollar 7.1. (Minorantenkriterium)
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Dieses Kriterium dient dem Nachweis der Divergenz einer Reihe.

Theorem 7.7. (Wurzelkriterium von Cauchy)
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Zusatz (aus Lösungsskript): Raabe Kriterium
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5.) harmonische Reihe:
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Korollar 8.1.
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Zusatz (aus Lösungsskript): Die Hyperbolischen Funktionen
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Zusatz (aus Lösungsskript): Gerade, ungerade Funktionen
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11. Eigenschaften stetiger Funktionen:
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Proposition 11.5. (Lipschitz-Stetigkeit)
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Theorem 15.2. (Kettenregel)
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Korollar 15.2. (logarithmische Ableitung)
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Höhere Ableitung der Exponential- und Trigonometrischen Funktionen
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16. Eigenschaften differenzierbarer Funktionen:

Theorem 16.4. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
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Theorem 16.9. (Regel von Bernoulli-L´Hôspital)
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)Konvergenz (lokaleten Eigenschaffolgenden mit Funktion  eine  ],[: sei Es

Nn
xf

x

cfxf
bax

bfxfb

afxfa
cab

cf
cf

baxxfbaxxf

baxxfbaxxf
bfaf

baCf

Rbaf

n
nn

bax

bax

∈=∆≤−

==
∈








=

=
=−≤

∈≤∈≥

∈<∈>
<

∈

→

∈

∈

µ
ξ

µξ

18. Das Riemannsche Integral:

Theorem 18.4.

ar.integrierb ist Dann  stetig,  ],[: Sei fRbaf →

Theorem 18.6. (Linearität, Monotonie des Integrals)

2121

11

2121

 falls ,)()(          )3(

)())((          )2(

)()())()((          (1)

giltDann  . und Funktionen areintegrierb  ],[:,Seien 

ffdttfdttf

dttfdttf

dttfdttfdttftf

RRbaff

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

≤≤

=

+=+

∈→

∫∫

∫∫

∫ ∫ ∫

λλ

λ
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Theorem 18.7.

ar.integrierbist   ],[:Produkt  Das (3)
ar.integrierb ist  1mit   Für  (2)

ar.integrierb sind  und  Funktionen Die (1)
giltDann  .Funktionen areintegrierb  ],[:,Seien 

Rbafg
fpRp

ff
Rbagf

p

→

≥∈

→

−+

Theorem 18.8. (Erster Mittelwertsatz der Integralrechnung)

).()()(     )2(

gilt 1)(mit  Speziell

.)()()()(     (1)

dass so ,],[ein existiert Dann 
 .],[ allefür  0)( sowie Funktionen stetige  ],[:,Seien 

ξ

ξ

ξ

fabdttf

tg

dttgfdttgtf

ba
battgRbagf

b

a

b

a

b

a

⋅−=

=

=

∈
∈≥→

∫

∫∫

19. Integration und Differentiation:

Theorem 19.3. (Hauptsatz der Analysis)

a
b

xFdttf

aFbFdttf

Iba
fFRIf

b

a

 )()(          

:seSchreibwei andereoder 

)()()(          

gilt  , alleFür 
.ion von Stammfunkt eine  undFunktion  stetige eine  : Sei

=

−=

∈
→

∫

∫

Liste von unbestimmten Integralen bekannter Funtionen :)( RC ∈

unbestimmtes Integral Stammfunktion Notiz

∫ dttα Cx +
+

+1

1
1 α

α +∈−<
∈−>

Rx
Rx

:1
:1

α
α

∫ t
dt Cx +ln 0: ≠∈ xRx

∫ dtet Cex + Rx ∈

∫ dtat Ca
a

x +
ln
1 RxRa ∈∈≠ + :1

∫ dtt cosh Cx +sinh Rx ∈

∫ dtt sinh Cx +cosh Rx ∈

∫ dtt cos Cx +sin Rx ∈

∫ dtt sin Cx +−cos Rx ∈
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∫ − 21 t

dt
Cx +arcsin 1: <∈ xRx

∫ + 21 t
dt

Cx +arctan Rx ∈

Theorem 19.4. (Integrand der Gestalt gg ' )

∫ =

∈≠→

b

a
a
b

tgdt
tg
tg

battgRbag

 )(ln
)(
)('          

giltDann 
].,[  allefür  0)(mit Funktion  stetige eine  ],[: Sei

Theorem 19.5. (Substitutionsregel)

∫∫ =

⊂
→→

)(

)(

)()('))((          

giltDann  .]),([mit 
Funktion erbaredifferenzi stetige eine  ],[: sowieFunktion  stetige eine  : Sei

bg

ag

b

a

dxxfdttgtgf

Ibag
RbagRIf

Korollar 19.1.

∫∫

∫∫

∫∫

=

≠=

=+

∈→
+

+

2

2

)(
2
1)(       )3(

)0(  )(1)(      )2(

)()(      (1)

giltDann  . sowieFunktion  stetige eine  : Sei

2
b

a

b

a

bc

ac

b

a

cb

ca

b

a

dxxfdtttf

cdxxf
c

dtctf

dxxfdtctf

RcRIf

Theorem 19.6. (Partielle Integration)

∫∫ −=

→
b

a

b

a

dxxgxf
a
b

xgxfdxxgxf

Rbagf

)(')( )()()()('           

giltDann  .Funktionen erbaredifferenzi stetig zwei  ],[:,Seien 

Theorem 19.7. (Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung)

∫∫∫ +=

∈
→

b

a

b

a

dxxgbfdxxgafdxxgxf

ba
gfRbagf

ξ

ξ

ξ

)()()()()()(           

dass so ],,[ein existiert Dann 
ist. stetig  monoton, underbar differenzi stetig   wobei,Funktionen  ],[:,Seien 
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20. Uneigentliche Integrale:

Definition 20.1.

existiert. Handrechter Grenzwert der  falls

)(lim:)(           

ndentsprecheman definiert  ],:]Funktion  eineFür 

)(lim:)(           

abkürzendman setzt  Fallen konvergent Im

divergent. sandernfall ,konvergent  )( Integral dasheisst dann 

)(lim           

Grenzwertder Existiert 
ist.ar integrierb mit  ],[ Intervall jedemin  die Funktion, eine  [,[: Sei

∫∫

∫∫

∫

∫

−∞→
∞−

∞→

∞

∞→

=

∞−

=

∞<<→∞

aa

aa

a

a

dttfdttf

af

dxxfdxxf

dxxf

dxxf

aaRaf

ρ
ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρρ

Definition 20.2.

∫∫

∫

∫

+
+→

+
+→

=

−<<∈+→

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxf

dxxf

dxxf

abRbaRbaf

ε
ε

ε
ε

εεε

)(lim:)(            

abkürzendman setzt  Fallen konvergent Im divergent. sandernfall ,konvergent )( Integral dasheisst dann 

)(lim           

Grenzwertder Existiert  ist.ar integrierb
0mit   für  ],[ allTeilinterv jedemin  die Funktion, eine  ],:] Sei

0

0

Theorem 20.1. (Integralvergleichskriterium)

t.konvergier )( Integral cheuneigentli daswenn 

dann,genau t konvergier )( Reihe Die Funktion. fallendemonoton  eine  [,1[: Sei

1

1

∫

∑
∞

≥
→∞

dxxf

nfRf
n

21. Potenzreihen:

Theorem 21.1. (Konvergenzverhalten komplexer Potenzreihen)

ist.divergent  für  und      

konvergentabsolut   für  ePotenzreih die dass so ,0mit  ein genau existiert  Es (3)
.konvergentabsolut   allefür ist  ePotenzreih Die (2)
.konvergentabsolut  0für nur ist  ePotenzreih Die (1)

:eisegilt wahlw  ePotenzreihkomplexen einer verhalten Konvergenz dasFür 

rz

rzrRr
Cz

z

za k
k

>

<>∈
∈
=

∑
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Theorem 21.2. (Konvergenzverhalten reeller Potenzreihen)

ist.divergent  für  und      

konvergentabsolut   für  ePotenzreih die dass so ,0mit  ein genau existiert  Es (3)
.konvergentabsolut   allefür ist  ePotenzreih Die (2)
.konvergentabsolut  0für nur ist  ePotenzreih Die (1)

:eisegilt wahlw  ePotenzreihreellen einer verhalten Konvergenz dasFür 

rx

rxrRr
Rx

x

xa k
k

>

<>∈
∈
=

∑

Theorem 21.3. (Satz von Cauchy und Hadamard)

.1 radiusKonvergenz :0 )3(

};0{ d.h. ,0 radiusKonvergenz : )2(
;oder   d.h. , radiusKonvergenz :0 (1)

giltDann 

lim:   ,lim:           

Grenzwertebeiden der einen   bezeichneFerner 

. allefür  0mit  ePotenzreih reelleoder  komplexe eine  Sei

1

00

ρ
ρ

ρ
ρ

ρρ

ρ

=∞<<

==∞=
==∞==

==

∈≥>

∞→

+

∞→

∑

r

Kr
RKCKr

a
a

a

Nkkaza

k
kkW

k

k

kQ

k
k

k

Theorem 21.6.

stetig.

:)(           

mit  [,:]Funktion  dieist Dann  .0 radiusKonvergenzmit  ePotenzreih reelle eine  Sei

0
∑

∑

≥

=→

→−>

k

k
k

k
k

xaxfx

Rrrfrxa

Theorem 21.7. (Identitätssatz)

. allefür             
besteht es d.h. identisch,en Potenzreih beide sinddann 

[,,] allefür   )()(          
Besteht

 [.,]bereich Konvergenzoffenen n gemeinsame demmit en Potenzreih zwei )( und )(Seien 

0Nkba

rrxxgxf

rrxbxgxaxf

kk

k
k

k
k

∈=

−∈=

−==∑ ∑

22. Taylor-Reihen:

Definition 22.1.

.Punkt  im  von Polynom sTaylorsche tes-heisst 

)(
!

)(:),(:)(          

mit  : Polynom Das
.Punkt  imerbar differenzi mal- :Funktion  die sei Für 

0

0
0

0
)(

0

00

xfn

xx
k

xfxxTxTx

RIT
IxnRIfNn

n

k

k
k

nn

n

∑
=

−==→

→
∈→∈
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Theorem 22.1. (Taylorsche Formel)

.:ist   Fall Im .,mit       

)()(
 !

)()( (2)

durchgegeben  1,...,1 allefür ist   Restglied Das     
)()()( (1)

:giltDann 
fest. , sowie in erbar differenzi mal-)1(  :Funktion  die sei  Für 

000

1
0

)1(

00

xxxxx

xxx
mn

fxR

nmR
xRxTxf

IxxInRIfNn

mnm
n

n

n

nn

==〈∈ ⌡

−−=

+=
+=

∈+→∈

−+
+

ξξ

ξξ

n
n

n

n
n

n

xxx
n

fxR

m

xx
n

fxR

nm

))((
!

)()(       

)1(Cauchy  von gDarstellun

)(
)!1(

)()(       

)1:( Lagrange von gDarstellun

0

)1(

1
0

)1(

ξξ

ξ

−−=

=

−
+

=

+=

+

+
+

Definition 22.2.

. von ReiheMacLaurin.auch 
 )0,(heisst  0 Fall Im .Punkt  im  von Reihe-Taylor die

)(
!

)(:),(:)(          

heisstDann 
.Punkt  imerbar differenzioft  beliebg sei :Funktion  Die

00

0
0

0
)(

0

0

f
xTIxxf

xx
k

xfxxTxT

IxRIf

k

k
k

∈=

−==

∈→

∑
≥

Theorem 22.2. (Taylorscher Satz)

.0)(lim           
:giltwenn 

)()(
!

)()(          

ist es d.h. ,darstellen in  Reihe-Taylor diedurch 
dann genau  Punkt  im sich lässt dann  ,in erbar differenzioft  beliebig  :Funktion  dieIst 

0
0

0
)(

0

=

=−=

∈
∈→

∞→

≥
∑

xR

xfxx
k

xfxT

Ix
IxfIRIf

nn

k

k

k

Theorem 22.3.

∑
≥

〉〈∈

−=

∈≤

>
∈→

0
0

0
)(

0
)(

,

0

.)(
!

)()(           

giltDann 

. allefür   )(max          

dass derart, 0ein  existiereFerner 
fest. , und in Funktion  erbaredifferenzioft  beliebig eine  : Sei

0

k

k
k

k

xxt

xx
k

xfxf

NkMtf

M
IxxIRIf
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Theorem 22.4. (Satz von Bernstein)

∑
≥

∈−=

∈
∈∈−≥

→

0
0

0
)(

0

0
)(

[).,](   )(
!

)()(           

giltDann  fest. ],[ sowie
],,[ allefür   )(           

mitFunktion  erbaredifferenzioft  beliebig eine  ],[: Sei

k

k
k

k

baxxx
k

xfxf

bax
NkbatLtf

Rbaf

Korollar 22.1.

∑
≥

∈−=

∈
≥∈∈<>

∈=→

0
0

0
)(

0

0
)()(

0

[).,](   )(
!

)()(           

:giltDann  fest. ],[ seiFerner 
.mit  ],,[ allefür     0)(oder    0)(           

also besitzen, ],[in  Vorzeichen festesein 
  abn Ableitungederen  Funktion, erbaredifferenzioft  beliebig eine  ],[: Sei

k

k
k

nn

baxxx
k

xfxf

bax
NnNnbattftf

ba
NNnRbaf

22.5. Anwendung auf einige spezielle Funktionen.

Theorem 22.5.

∑
≥

=

∈

0 !
           

:gilt Für 

k

k
x

k
xe

Rx

Korollar 22.2.

∑

∑

≥

+

≥

+
=

=

∈

0

12

0

2

)!12(
1sinh           

)!2(
1cosh           

:gilt Für 

k

k

k

k

x
k

x

x
k

x

Rx

Theorem 22.6.

∑
≥

+−=+

−∈

1

1)1()1ln(           

:gilt ]1,1]Für 

k

k
k

x
k

x

x

Theorem 22.7.

∑

∑

+

≥

+
−=

−=

∈
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0

2

)!12(
)1(sin           

)!2(
)1(cos           

:gilt Für 

k
k

k

k
k

x
k
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x
k
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