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Merkzettel fur Statistik

erstellt aus dem Vorlesungsskript
"Wahrscheinlichkeitstheorie & Statistik"
von Prof. Leitner

80 Anmerkung:

Der Merkzettel liefert nur eine Auswahl der wichtigsten Definitionen und Sétze aus dem Skript der Statistik

Vorlesung des 4. Semesters, und erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit.

81 Einfuhrung:

Definition
Sei (Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum (W - Raum) mit Q = {w,,W,,...,W, }.

Wird jedem Elementereignis {w; } die gleiche Wahrscheinlichkeit zugeordnet, also

P({w;}) = l, so spricht man von einem Laplace-Experiment.
n

Fiir cin belichiges A gilt : P(A) = Anzahl der giinstigen Ergebnisse '

Anzahl aller Ergebnisse

82 Kombinatorik

Satz (2.1)

Die Anzahlder k - Tupel aus einer n - elementigen Menge ist nk.

Satz (2.2)
Die Anzahl der Permutationen einer n - elementigen Menge ist n!

Satz (2.3)
n!
(n=-k)!

Die Anzahl der k - Permutationen aus einer n - elementigen Menge ist ;
Satz (2.4)
!
Die Anzahl der k - Teilmengen aus einer n - elementigen Menge ist ﬁ =
n-k)'k!

Satz (2.5)
In einer Urne mit N Kugeln seien S schwarze und N — S weisse Kugeln.

Sei X die Anzahlder gezogenen schwarzen Kugeln
a) Ziehen von n Kugeln ohne zuriicklegen (n < N)

SY(N-=S
ey
P(X =s)= N
)
b) Ziehen von n Kugeln mit Zuriicklegen

P(X =5) :@ by ) a-so

k<n

i
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83 Die bedingte Wahrscheinlichkeit:

Definition
Sei (Q,P)ein W -Raum, A0 Q, P(A) #0,
P(An B)
P(A)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A

dann heiBt P(B | A) = P,(B) =

Satz (3.1) Produktregel
P(An B)=P(A)[(P(B|A)=P(B)[(P(A|B)

Satz (3.2) Formel von Bayes

Es gilt:

P(A|B) = PAPBIA ___
P(A)(P(B|A)+P(A)P(B|A)

84 Unabhéangigkeit:

Definition
Zwei Ereignisse heiflen unabhéngig, wenn gilt

P(An B)=P(A)P(B).
Andernfalls heillen sie abhangig.

Satz (4.1)
Sind A, B unabhéngig, so auch A,Bund A,Bund A, B.

85 ZufallsgroRe:

Definition
Zwei ZufallsgroBen X und Y heilen unabhéngig, wenn gilt :

P(X =xundY =y)=P(X =x)[P(Y = y)firallex,y OR
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86 Erwartungswert und Varianz:

Definition
Erwartungswert: Schwerpunkt der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Sei X eine ZufallsgroBe auf einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P).
Der Wert, wobei X die Werte X;, X, ,..., X, annimmt,

E(X)=EX =X, [P(X = X))+ X, [P(X =x%,) +...+ X, [P(X =X,)
heiflit Erwartungswert von X.

Definition
Sei X eine Zufallsgrofe mit den Werten X;, X, ,..., X, mit dem Erwartungswert EX =

k
varx =" = 1)> P(X =x) = E((X = )*)
i=1

heift Varianz von X.

Die GroBe yVarX heifit Standardabweichung, und wird auch mit ¢ oder o(X) bezeichnet.

Alsoo? =VarX.

Satz (6.1)
VarX = E(X?)-(EX)?

Satz (6.2) Rechenregeln fiir Erwartungswerte
Seien X,Y Zufallsvariablen, dann gilt

(1) E(X +Y)=EX +EY
(ii) E(aX +b) =aEX +b
(iii) sind X und Y zusétzlich unabhéngig, dann gilt : E(XY) = EX [EY

Satz (6.3) Rechenregeln fiir Varianz
Seien X,Y unabhéngige Zufallsvariablen

(i) Var(X +Y) =VarX +Vary,
insbesondereVar(X +a) =VarX
(i) Var(aX ) = a*Var(X)

Fachbereich Informatik, 4W FH-Miinchen



Merkzettel fiir Statistik, Prof. Leitner

Seite 4

87 Die Ungleichung von Tschebischew:

Satz (7.1)
Sei X eine Zufallsgr 6B8e und ¢ > 0, dann gilt :
VarX
() P(X —p|zc)< >
VarX
2 P(X -p|>c)< —
VarX
(3) P(X —p|<c)z1-—=
VarX
@ P(X -ulsc)>1-—
Satz (7.2) Arithmetische Mitte
EX=u
_ 2
Var X =7
n
o(X) =L, (Jn -Gesetz)
.\/ﬁ’

Satz (7.3) Tschebischew Ungleichung fiir arithmetische Mitte
Es gilt:
P(‘X —u‘zc)s—z

nc

HW—4>®<ﬁ;

0.2

P(‘Y—,u‘<c)21—F
P(‘Y—,U‘SC)M—%

Satz (9.3) Ungleichung von Tschebischew fiir Bernoulli Ketten
Sei X nach B(n, p) verteilt.

X beschreibt die relative Haufigkeit eines Treffers, also
n

EL:lEX =p
n n

Vari = LVarX =P 9 ,also
n’ n

>S5

P(%— p Zs)s%,bzw.
P(%—p <5)21—%
P(=—p|> ) <]
P(%—p 55)>1—%

Wegen plg =p(l-q)=p-— p? < % kann man sogar eine von p unabhingige Abschitzung angeben :

1
an g2

2¢£)<
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89 Die Binomialverteilung:

Satz (9.1)

Ein Bernoulli Experiment habe die Trefferwahrscheinlichkeit p und die Nietenwahrscheinlichkeit1—p =q.

Dann gilt fiir die Bernoulli Kette der Langen:
n
B(n, p.k) =(kj [p“q"™
Sei X, X5,..., X, Bernoulli Kette und X = X, + X, +...+ X, ,dann ist

P(X =k)=B(n,p,k)
Man sagt : X ist verteilt nach B(n, p)

Definition Wahrscheinlichkeitsverteilung
n -
B(n, p):k H[kJEbkq” “

heifit Binomialverteilung B(n, p) mit Parameter n und p.
Satz (9.2)
Ist X verteilt nach B(n, p), dann gilt

EX =nlh,
VarX =n[pdg,

o(X)=4nlply

Definition
Die Verteilung

SY(N-S
L6)
N
y
heifit hypergeometrische Verteilung H(N,S,n)

Die hypergeometrische Verteilung ist aufwendig zu tabellieren.

S

Firn << N ist H(N, S,n) gut durch B(n,%) approximierbar !

Satz (9.5) Poisson Verteilung

Fiir die Wahrscheinlichkeit B(n, p,k) gilt die Poisson Néherung
pe -

B(ns psk) :We K (# =n [:p)a

die brauchbare Werte liefert fiir H < I,d.h. "pklein"und k <<n.
n

Die Funktion
'uk
P(,Ll):kl—)ve_” ;KON

ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung .

P(u) heillt Poisson Verteilung mit Parameter .
Fiir eine nach P(u) verteilte Zufallsvariable X gilt :
EX=u

VarX = u
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8§10 Die Normalverteilung:

Satz (10.2)
Sei X eine nach B(n, p) verteilte ZufallsgroBe, so gilt

g

;1 05) q)( -u1—=05

P(X <k,)=d(

P(X =k,)= <D(

Pk, < X <ky)= (<2 ”+05

y-oKIZHZ05)
g

firk,,k, =12,...,n

p=np

= /ntprg

Satz (10.3)
Fiir grofle n gilt ndherungsweise

k—u 1 k-nlp
B(n, p,k) = ( Jp a-p™ ¢( ] @1{ j
o'l o Jnp@-p) (4nlp(-p)

Satz (10.4)
Fiir grofle n gilt :

P(X -|<c)= 2q>(° osj 1==2¢(3j—1
g g

H=EX

o =4VarX

Aus den Ubungsaufgaben:

c+0,5

P(X -p|<c)= P(‘L— oS =202 1 = P(‘i-
n n g n

pl<t) = 20(

th+0,5
g

)

-1
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Priifen von Hypothesen:

I. Die Standardaufgabe, gesucht wird der (unbekannte) Mittelwert
1. Ermittlung des arithmetischen Mittels

- 1 n
X_H;Xi

2. Ermittlung der erwartungstreuen Schétzers fiir ¢, wenn 0 nicht angegeben ist

n
szleZ(xi—X)z, dann o =/
n—1+4
i=1

3. Entscheidung treffen

X - _
> < < A" Dy, = Annahmeder Hypothese
7
X - _
7{0 > A" Dpy, =  Ablehnung der Hypothese
Jn

=> Tabelle Student-T Verteilung

Bei Test & = &, gegen & # &,

90% Sicherheitswahrscheinlichkeit = 0,95
95% Sicherheitswahrscheinlichkeit = 0,975
99% Sicherheitswahrscheinlichkeit = 0,995
Bei Test & = §, gegen § <&,

90% Sicherheitswahrscheinlichkeit = 0,90
95% Sicherheitswahrscheinlichkeit = 0,95
99% Sicherheitswahrscheinlichkeit = 0,99

II. Gesucht wird ein Intervall, in dem sich der Mittelwert mit P% Wahrscheinlichkeit befindet:
1. Ermittlung des arithmetischen Mittels (siche oben)

2. Ermittlung der erwartungstreuen Schitzers fiir o , wenn ¢ nicht angegeben ist (siche oben)
3. Ermittlung des Intervalls

ST I Ll { P L

7

4. nach & auflosen
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III. Standardaufgabe, gesucht wird die Standardabweichung (Streuung)
1. Ermittlung des arithmetischen Mittels (siche oben)

2. Ermittlung der erwartungstreuen Schitzers (siehe oben)

3. Das Wert fiir die X* —Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden ermitteln

=> Tabelle Chi-Quadrat Verteilung

Zweiseitiger Test:
Bei Hypothese 0 = 0, gegen 0 # 0y

4 _ (n-1S? !
erechts, P%(n V< % < leinks, P%(n D = Ablehnung der HypOthese

Oy
1?2

leinks, P%(n_l) S % S erechts, P%(n_l) == Annahme der HypOthese
Oy

Beispiel:

Bei P% = 95% und 9 Freiheitsgraden

=> links: 0.025/9FG=2.70

=> rechts: 0.975/9FG=19.02

Einseitiger Test:
Bei Hypothese 0 > 0, gegen 0 <0,

(n-DS* _ =1 => Ablehnung der Hypoth

T X einseitig rechts, P% 7 € nung er ypO ese
0

Beispiel:

Bei P% = 95% und 7 Freiheitsgraden

=> einseitig rechts: 0.05/7FG=2.17

Bei Hypothese 0 < 0, gegen 0 > 0,

_1\Q2

(ng—lzs > Xeinseitig links, P => Ablehnung der Hypothese
0

Beispiel:

Bei P% = 95% und 7 Freiheitsgraden

=> einseitig links: 0.95/7FG=14.07

IV. Gesucht wird ein Intervall, in dem sich die gesuchte Standardabweichung mit P% Wahrscheinlichkeit
befindet:

1. Ermittlung des arithmetischen Mittels (siche oben)

2. Ermittlung der erwartungstreuen Schétzers (sieche oben)

3. Ermittlung des Intervalls

2

leinks, P%(n_l) < w < erechts, P%(n_l)

ag
4. Nach o auflésen
Beispiel:
Bei P% = 90% und 8 Freiheitsgraden
=> links: 0.05/9FG=2.73
=> rechts: 095/9FG=15.51

Fachbereich Informatik, 4W FH-Miinchen



Merkzettel fiir Statistik, Prof. Leitner

Seite 9

V. Vergleich auf Gleichheit von zwei normalverteilten Grundgesamtheiten mit der selben unbek. Streuung o

Vorgegeben:

Ho: & = bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von P%
Stichproben X, und Y,

1. Ermittle arithmetische Mittel X und y
2. berechne:

t= XY

1.1 R PR DR
n+m\/n+m—2izzll(xi X) +iZ:1:(yi Y)

3. Entscheidung:
|t | > yp%(n—m+2)

[t]<Vey,

=> Hypothese wird abgelehnt

(n-m-+2) => Hypothese wird angenommen

=> Tabelle Student-T Verteilung

Soll & - = C ein konstanter Unterschied festgestellt werden, wird der Zihler ersetzt durch

X-y-C
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Aufgabentypen:

Gegeben ist - Wahrscheinlichkeit p fiir ein Experiment
- Sicherheitswahrscheinlichkeit P%
Frage: Wie viele Experimente, damit p mit Sicherheit P% eintrifft ?

Beispiel: - Wahrscheinlichkeit 3%
- Sicherheitswahrscheinlichkeit 95%
Ansatz:
P(3%) =1-P(97%)=1-0,97" 20,95=0,97" <0,05=nn0,97 < In0,05=n > ing’oi =9835=>n=299
nv,
Gegeben ist - Wahrscheinlichkeit p fiir ein Experiment (ggf. umkehren)
- Anzahl der Versuche (<10)
oder
- Anzahl der Versuche (>10)
- Anzahl der Treffer

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Experiment ?
Versuche <10:

B(n,p):k— (EJEpkq"'k

Versuche >10:

P(X <k,)= qg(w)
o
H=nlp
o=\npm
Gegeben: - Zufallsexperiment X

Frage: Wie lautet der Erwartungswert (Durchschnitt), die Varianz oder die Standardabweichung von X ?

EX =y
E(X)=EX =%, [P(X =%)+X, P(X =X,)+...+ X, P(X =X,)

VarX:

Kk

VarX =" (x; = p)” [P(X = x,) = E((X =~ )*)
i=1

oder

VarX = E(X?)—-(EX)?

Standardabweichung:
Die Grofie vVarX heifit Standardabweichung, und wird auch mit o oder o(X) bezeichnet.

Kombinatorik:
Gegeben: - Eine Menge Q
- Eine Vorschrift A
Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da3 A eintriftt ?

1. Ermittlung von |Q|
2. Ermittlung von |A|

3. Wahrscheinlichkeit = H
o
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